HIPOTEZY WYTEZENIOWE

W materiatach izotropowych korzystamy z dwéch hipotez wytezeniowych:

Hipotezy Hubera-von Misesa-Hencky’ego
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Hipotezy Treski (Tmax)

Ored = 2Tmax

Hipotezy te okreslajg ilosciowo stan naprezenia w danym punkcie materiatu. Przyjmuje sie, ze jesli
naprezenie zostanie przekroczone, w danym punkcie nastepuje zniszczenie materiatu. Jesli tylko Oreq
jest takie samo:
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Ze wzgledu na to, ze w materiale ortotropowym w réznych kierunkach mamy rézng wytrzymatosé, nie
mozemy w ich przypadku stosowac hipotez wytrzymatosciowych przeznaczonych dla materiatéw
izotropowych.W materiatach ortotropowych jednokierunkowe rozcigganie dang wartoscig obcigzenia
moze dla pewnych katéw a prowadzi¢ do zniszczenia, a dla innych nie, mimo, ze hipotezy Hubera i
Treski orzektyby, ze stan naprezenia jest taki sam dla kazdego kata a.
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Dlatego tez dla materiatow ortotropowych trzeba stosowa¢ odmienne kryteria wytezeniowe, ktére
czesto sg modyfikacjami kryteriéw opracowanych dla materiatéw izotropowych. Podstawowe hipotezy
wytrzymatosciowe dla materiatéw ortotropowych to:

— hipoteza maksymalnych naprezen,

— hipoteza maksymalnych odksztatcen,
— hipoteza Tsai-Wu,

— hipoteza Tsai-Hilla

— hipoteza Hoffmana



Hipotezy te maja charakter fenomenologiczny - starajg sie opisywa¢ matematycznie, z jak
najlepszg doktadnoscig stany naprezen i odksztatcen prowadzace do zniszczenia materiatu
ortotropowego, bez wnikania w mechanizmy zjawiska degradacji. Sq kryteriami o charakterze
makroskopowym (podobnie, jak np. hipoteza Hubera-Misesa dla materiatéw izotropowych), zaktadajg
ciggtoscijednorodnosc struktury i nie rozpatrujg mikromechanizméw uszkodzen. Przyjmujg zazwyczaj,
ze wystarczajgcymi danymi eksperymentalnymi dla przewidywania wytrzymatosci materiatu w
dowolnym stanie obcigzenia sg jego wytrzymatos¢ dla $ciskania i rozciggania w gtéwnych kierunkach
ortotropii (i=1,2,3) oraz dla scinania w trzech ptaszczyznach.

Hipoteza maksymalnych naprezen

Zaktada, ze warunkiem stanu bezpiecznego warstwy ortotropowej jest by sktadowe stanu naprezenia
w uktadzie gtdwnych osi ortotropii materiatu byty mniejsze od okreslonych doswiadczalnie wartosci.
Graniczne wartosci wyznaczone sg zwykle odrebnie dla rozciggania i Sciskania X # -Xii.

Dla tréjwymiarowego stanu naprezenia stany bezpieczne okreslone sg przez nieréwnosci:
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gdzie Xy odpowiada wartosciom granicznym przy rozcigganiu w kierunkach i=1,2,3; X przy sciskaniu, a
S¥; okreslajg graniczne wartosci przy Scinaniu w ptaszczyznach ij. W przedstawianych dalej
zaleznosciach przyjmujemy, ze zgodnie z ogdlng konwencjg w teorii sprezystosci X s ujemne
(Sciskanie), a X:ii S* j — dodatnie.

Hipoteze mozna opisac jednym parametrem:
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gdzie odpowiedni warunek dla naprezen normalnych zalezy od aktualnego znaku (rozcigganie lub
Sciskanie). Parametr k jest wskaznikiem okreslajgcym stopien wytezenia materiatu. Dla stanu bez
naprezen mamy k = 0, dla stanu na granicy zniszczenia k = 1. Wynika stad, ze wskaznik wytezenia k jest
odwrotnoscig wspotczynnika bezpieczenstwa.

W szczegdlnym przypadku warstwy ortotropowej (zatozenie ptaskiego stanu naprezenia) mamy trzy
warunki:

Xy <oy <Xy, Xy <0y <X, 7121 < S,

Gdzie Xu i X2 wyznacza sie z préob rozciggania; X i X2 z préb Sciskania a S okresla wytrzymatosé na
$cinanie. Wartosci X1 i X2 53 ujemne a, Xu1 i Xr2 i S— dodatnie.

Jesli mamy do czynienia z ptaskim stanem naprezenia, okreslonym w dowolnym przyjetym uktadzie xy,
nalezy najpierw wyznaczy¢ sktadowe stanu naprezenia w uktadzie gtdwnych osi ortotropii 1i 2.

011 cos?a sina 2sinacosa
O22| = sina cos’a —2smacosa
T12 —sinacosa sinacosa cos*a — sin’«a

W przypadku jednokierunkowego rozciggania warstwy otrzymamy:
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Stad dopuszczalne wartosSci naprezenia oy s3 okreslone przez zwigzki:
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Hipoteza maksymalnych odksztatcen

Jest podobna do hipotezy maksymalnych naprezen, jednak podstawowe warunki narzucone sg na
odksztatcenia w uktadzie gtdwnych osi ortotropii.

Przyjmujac, ze znamy niszczace odksztatcenia w uktadzie gtéwnych osi ortotropii (e, €4, V', i=1,2,3)
mamy warunki:
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W tym przypadku wartosci €q, €, V'j 0znaczaja graniczne (niszczace) wartosci dla poszczegdlnych
sktadowych stanu odksztatcenia z odrdznieniem $ciskania i rozciggania.

Hipoteze maksymalnych odksztatcen w tym sformutowaniu mozna opisa¢ jednym parametrem:

& £ & & € &
k—max{Sunbie, fuppfa fsppfs Vel [l bl
gtl gcl 8t2 802 gtS 803 }/12 7/23 }/13
gdzie odpowiedni warunek dla odksztatcen wzdtuznych zalezy od aktualnego znaku odksztatcenia

(rozcigganie lub Sciskanie). Jak poprzednio k oznacza wskaznik wytezenia (k=1 oznacza zniszczenie).
Dla warstwy ortotropowej (ptaski stan naprezenia) mamy tylko trzy warunki:
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Na przyktad przy jednoosiowym rozcigganiu mamy:
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Graniczne wartosci odksztatcen bierzemy bezposrednio z doswiadczen. Mozna je réwniez wyznaczy¢
ze zwigzkéw:
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gdzie symbol E, oznacza warto$¢ odpowiedniego modutu Younga. Dla jednokierunkowego
rozciggania ox warunki bezpiecznego stanu wytezenia:
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Warunki te rdznig sie nieco od warunkow wynikajacych z hipotezy maksymalnych naprezen.

Hipoteza Tsai-Wu

W kryteriach maksymalnych odksztatcern i maksymalnych naprezen poszczegdlne sktadowe stanu
naprezenia i odksztatcenia traktowane sg jako niezaleznie wptywajgce na wytezenie materiatu.
Przyjmujgc, Ze ma znaczenie rownoczesne wystepowanie poszczegélnych sktadowych stanu
naprezenia niektore hipotezy przyjmujg, ze wytezenie materiatu jest wielomianowg funkcjg
sktadowych stanu naprezenia.

Kryterium wielomianowe wykorzystywane byto w kilku hipotezach proponowanych dla
materiatow ortotropowych. Dobrze sprawdzajgcym sie kryterium tego typu jest kryterium Tsai-Wu
(1971). Tsai i Wu zaproponowali kryterium dla warstwy ortotropowe;j:

2 2 2 _
Ko, + F,oy, + F7, + F\0,, + F,,05, + Fy1y, + 2F,0,,0,, = 1.

W powyzszym wzorze numeracja indekséw wynika z tzw. konwencji Voigta , przyjmowanej niekiedy w
mechanice kompozytdw. State materiatowe F1, F, Fe, F11, F22, Fes, F12 mozna uzalezni¢ od parametrow
Xe1, Xe1, X2, Xiz2, S¥12 rozpatrujgc kolejno rozcigganie i Sciskanie w kierunkach i=1,2 oraz $cinanie. Dla
jednokierunkowego rozciggania i sciskania wzdtuz osi 1 otrzymamy:

FX, +FllX121 =1,
KX, +F11Xc21 =1.

1
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Podobnie dla rozciggania i $ciskania wzdtuz osi 2:
FyXep + FppXfp = 1
FyXep + FoX2 =1

Stad F2 :L_;,_L’ F22 — -1
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Dla $cinania, po uwzglednieniu ze warto$¢ kryterium powinna byé niezalezna od znaku naprezenia
$cinajgcego T12 otrzymujemy:

F66 F6 = 0
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Dla otrzymania informacji o wartosci wspétczynnika Fi2, zwigzanego z interakcjg naprezen o; i o2
potrzebne sg wyniki eksperymentu, w ktérym jednoczesnie dziatajg oba naprezenia. Przyjmujac
obcigzenie w ktérym o1= 0, =0 otrzymujemy w stanie granicznym:

(E +Fz)o-+(E1 +F, +2E2) o’ =1

Po przeksztatceniu otrzymujemy:
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Ze wzgledu na trudnosci w uzyskaniu danych doswiadczalnych z testéw dwuosiowych i zapewnienie
stabilnosci hipotezy polecane jest zwykle przyjecie:

Dla przypadku tréjwymiarowego stanu naprezenia hipoteza ma postac:
2 2 2 2
Fo\, + F,0y + Fi03, + F,0,, + F,0,, + [,05, + F 7y, +
2 2 _
+F, Ty + Fist3 +2F,0,,0,, +2F,,0,,05, +2F 00,05, = ]

Wartosci statych F;, Fij powinny by¢ wyznaczone z odpowiednich préb $ciskania, rozciggania i $cinania:
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W przypadku jednokierunkowego rozciggania warstwy ortotropowej otrzymujemy zwigzek miedzy
wartoscig naprezenia ox i kgtem rozciggania a odpowiadajacy zniszczeniu wg kryterium Tsai-Wu.

Oxx (Ficos?a + Fysin?a) + 02 [Ficos*a + Fyysint*a + (Fgq + 2F;5)sinacos?al = 1

Wiasciwosci kryterium Tsai-Wu:

e Wyniki mozna tatwo aproksymowac za pomocg funkcji.
e Wspdczynnik F1; jest wyznaczany eksperymentalnie za pomocy drogiego i skomplikowanego
testu dwuosiowego.

Analizowane kryteria mozna takze zilustrowac¢ w uktadzie naprezen gtéwnych o1 i o, przedstawiajac
linie graniczng stanu naprezenia odpowiadajgcg wartosci k=1. Obszar zamkniety linig graniczng
wyznacza bezpieczne stany naprezenia. W ukfadzie wspétrzednych (o1,02) linia graniczna
odpowiadajgca kryterium maksymalnych naprezen tworzy prostokat, linia odpowiadajgca kryterium
maksymalnych odksztatcen — réwolegtobok, a linia odpowiadajgca hipotezie Tsai-Wu jest elipsa.
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Hipoteza Tsai-Hilla

W kryterium Tsai-Hilla, podobnie jak w kryterium Tsai-Wu przyjmujemy, ze poszczegdlne sktadowe
naprezenia wptywajg razem na stan bezpieczernstwa materiatu. Stad wytezenie materiatu jest
opisywane wielomianowg funkcjg sktadowych stanu naprezenia zaproponowang przez Hilla:

(G+H)0’112 + (F+H)O’222 + (F+G)0332 - 2H011022 - 2G011033 - 2F02,033 + 2|.T232 + 2MT132 + 2NT122 =1

Parametry rownwnia F, G, H, L, M i N zostaty wyznaczone wzgledem dopuszczalnych naprezen w
materiale przez Tsai’a. Jesli na ciato dziata tylko naprezenie 11, to poniewaz jego maksymalng

wartoscig moze by¢ S:
1
2N = ﬁ

Podobnie wyznaczamy parametry L i M dla naprezen 123 i T13. Podobnie, jesli niezerowe jest tylko
naprezenie o11:

1
G + H = —2
Xi
A jesli niezerowe jest naprezenie o2;:
1
F + H = F

2

Jesli mamy do czynienia z niezerowym naprezeniem o33, to jego maksymalna warto$¢ moze wynosic¢
X3. Wtedy:

1
F+G:—2
X3

Na podstawie powyziszych 3 rownan mozna wyznaczy¢ zaleznoSci miedzy parametrami F, G, H i
maksymalnymi wartoSciami naprezen w materiale X, Y, Z:
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Dla przypadku ptaskiego stanu naprezenia (033 = T13 = T23 = 0) jednokierunkowej warstwy kompozytowej

mamy:

2 2 2
011 911022 922  Tiz _ 1
2 2 2 2
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Ze wzgledu na to, ze z budowy takiej warstwy wynika, ze X; = X; (dla kompozytu dwukierunkowego
bytoby X: = X;). Do powyzszego kryterium muszg by¢ wstawione odpowiednie wartosci X1 lub Xc1 i Xez
lub Xc; w zalezno$ci od znaku naprezen o11 i 022. Stan, w ktérym lewa strona rdwnania jest réwna 1
odpowiada granicznej wartosci, ktdra odpowiada zniszczeniu materiatu. Jezeli wynikiem réwnaia jest
wartosé mniejsza od 1 — materiat jest bezpieczny, jezeli jest ona wieksza niz 1 — materiat ulegnie
zniszczeniu.

Kryterium Tsai-Hilla mozna réwniez stosowa, jesli kierunki obcigzenia nie pokrywaja sie z gtdéwnymi
osiami ortotropii. W przypadku rozciggania jednoosiowego dla takiego przypadku kryterium Tsai-Hilla
przybiera postac:

cos*a < 1 1 ) 2 sin?ar + sinfa 1
— — — | cos?asin?*a =—

2 27 ¥z 2 2
Xz T\s2  x2 Xz g%

Ogdlnie kryteria Tsai-Wu i Tsai-Hilla sg wygodniejsze do stosowania niz kryteria maksymalnych
naprezen i odksztatcen (1 rownanie zamiast 3 w ptaskim stanie naprezenia) i lepiej opisuja fizyczne
zachowanie sie warstwy ortotropowej, przez to, ze uwzgledniajg wptyw kombinacji sktadowych stanu
naprezenia na wytrzymatos$¢ warstwy.

ZADANIE

Jednokierunkowy szklano-epoksydowy kompozyt rozciggany naprezeniem ox pod kagtem a = 45°. Dane
materiatowe:

E,, = 43 [GPa] A2

E,, = 8 [GPa] Y

vy, = 0,28 P =

Gy, = 4 [GPa] = ,""/ "\'s

X7y = 1100 [MPa] = — 1
X¢y = 900 [MPa] X “\fS ==

Xpy = 35 [MPa] —

‘g’
Xz, = 150 [MPal]
S = 60 [MPa] X



Wyznaczyé parametr k dla:

a) Hipotezy maksymalnych naprezen,
b) Hipotezy maksymalnych odksztatcen,
c) Hipotezy Tsai-Wu

d) Hipotezy Tsai-Hilla

Rozwigzanie
a) Hipoteza maksymalnych naprezen
011 = OxxC0S?a = 36 [MPa)

Oyy = OyySin?a = 36 [MPa]

T11 = —OxySinacosa = —36 [MPa]
;—;11 = % =0,03
;—izz = % =1,03

011 022 [T12]}
k = max{—,—, =1,03
{Xn Xry S

b) Hipoteza maksymalnych odksztatcen

Ep,
Vo1 = — V1, = 0,05
2 =g iz
011 = Oxy(cos?a — vy,sin?a) = 25,92 [MPa]

Oy = Oyr(Sina — v, cos?a) = 34,2 [MPal]

Tip = —OxSinacosa = —36 [MPa]
of 25,92
== 0,02
Xr1 1100
0y, 34,2
—=—=0098
X, 35
712l 36
—=—=06
S 60

011 022 [T12]}
k = max{—,—, = 0,98
{XTl Xrp S

c) Hipoteza Tsai-Wu

F—1+1— ! +1—000202[ ]
Y7 Xpy o Xer 1100 0 900 T MPa
F—1+1—1 1—0035238[1]
2" Xrp  Xep 350 1500 MPa



1 1
Fiu === ~T1o0 900 = ~*000001 [W]
Fpp= —— =~ —_0,000001 [—]
Xr2Xc;  35-150 MPa?
Fog = — = —— = 0,0002778 [ ! ]
$2 3600 MPa?
- i1 Fp _ {/(=0,000001) - (~0,00019) _ _0,000006935(MPa]

2 2
k = 0, (Ficos?a + Fysin?a) + 02, [Fiicos*a + Fypsin*a + (Fgg + 2F,5)sin*acos?al = 1,44
d) Hipoteza Tsai-Hilla

cos*a 1 1 ., osinfa)
k= s— | g — 3 |cosasin“a + —5— | g, = 1,43
X7 S° X X72

Stan naprezenia jest bezpieczny tylko wg hipotezy maksymalnych odksztatcen (k = 0,98). Wg hipotezy
maksymalnych naprezen (k = 1,03), hipotezy Tsai-Wu (k = 1,44) i hipotezy Tsai-Hilla (k = 1,43) materiat
ulegnie zniszczeniu.



